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Reziume˙. Straipsnyje pateikta metodika modeliuoti ne Markovo aptarnavimo sistemas, panaudojant
analizin ↪e-skaitin ↪e modeliavimo priemon ↪e. Metodika remiasi tuo, kad neeksponentiniai skirstiniai yra
aproksimuojami eksponentini ↪uskirstini ↪us ↪asu¯komis ir mišiniais. Sistemos funkcionavimasaprašomas toly-
daus laiko Markovo grandine˙mis. Sistemos G/G/1 analizinio-skaitinio modeliavimo rezultatai palyginti su
imitacinio modeliavimo rezultatais, atliktais su modeliavimo sistema ARENA.
Raktiniai žodžiai: aptarnavimo sistema, skirstini ↪u aproksimavimas, tolydaus laiko Markovo grandine˙s,
analizinis-skaitinis modeliavimas.
1. ↪Ivadas
Viena iš sricˇi
↪
u, kurioje placˇiai taikomi Markovo procesai ir grandine˙s, yra aptarnavi-
mo sistemos. Aptarnavimo sistemas M/G/1 ar G/M/1 galima tirti analitiškai, tacˇiau
net ir ši
↪
u sistem
↪
u analitinis tyrimas gali bu¯ti komplikuotas, kai pasiskirstymo funkcija
G turi sude˙ting
↪
a analizin
↪
e išraišk
↪
a. Pavyzdžiui, aptarnavimo sistema G/G/1 neturi tik-
sli ↪u analizinio sprendimo metod ↪u. Šiame straipsnyje pateikiamas G/G/1 sistemos mo-
deliavimo metodas, taikant pasiskirstymo funkcij ↪u G aproksimavim ↪a eksponentini ↪u
skirstini
↪
u mišiniais.
Modeliuojant stochastines sistemas tolydaus laiko Markovo procesais su skaicˇia
bu¯sen
↪
u aibe reikalaujama, kad pere˙jimo trukme˙s iš vienos bu¯senos
↪
i kit
↪
a bu¯t
↪
u pa-
siskirscˇiusios pagal eksponentin
↪
i de˙sn
↪
i. Realiose sistemose ši s
↪
alyga dažnai nebu¯na
išpildyta, ir tai apsunkina sistem
↪
u tyrim
↪
a, kadangi negalima taikyti Markovo pro-
ces
↪
u teorijos. Šiame straipsnyje nagrine˙jamas teigiamas reikšmes
↪
igyjancˇi
↪
u skirstini
↪
u
aproksimavimas eksponentini
↪
u skirstini
↪
u s
↪
asu¯komis ir mišiniais. Naudojant fiktyvi
↪
u
fazi
↪
u metod
↪
a [2, 3], ne Markovo aptarnavimo sistemos model
↪
i galima aproksimuoti
Markovo modeliu. Tam yra panaudotas analizinis-skaitinis modeliavimo metodas.
Matematiniams modeliams sudaryti ir tirti sukurta matematine˙
↪
iranga C++ kalboje,
kuri leidžia automatizuoti kai kuriuos modeli
↪
u sudarymo etapus: pagal sistemos
aprašym
↪
a
↪
ivyki
↪
u kalboje [1] generuoja visas galimas Markovo proceso bu¯senas,
pere˙jimo intensyvum
↪
u tarp bu¯sen
↪
u matric
↪
a, sudaro Kolmogorovo lygcˇi
↪
u sistem
↪
a esant
pusiausvyrai ir apskaicˇiuoja bu¯sen
↪
u stacionari
↪
asias tikimybes bei pagal pateiktas for-
mules suskaicˇiuoja sistemos funkcionavimo charakteristikas. Analizinio-skaitinio mo-
deliavimo rezultatai palyginti su imitacinio modeliavimo rezultatais. Imitacinis mode-
liavimas buvo atliktas su modeliavimo programine
↪
iranga ARENA.
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2. Skirstini
↪
u aproksimavimas eksponentiniais mišiniais ir s
↪
asu¯komis
Pasiskirstymo funkcij
↪
a G(t), t > 0 aproksimuosime eksponentini
↪
u skirstini
↪
u miši-
niais ir s ↪asu¯komis. Skirstini ↪u aproksimavimui naudosime antros eile˙s Erlango mišin↪i
ir Kokso skirstin
↪
i. Erlango mišinio ir Kokso skirstinio parametrai randami taikant trij
↪
u
moment
↪
u sulyginimo metod
↪
a.
Erlango mišinio tankio funkcija f (t):
f (t) = pµ1 (µ1t)
n−1
(n − 1)! exp{−µ1t} + (1 − p)µ2
(µ2t)
n−1
(n − 1)! exp{−µ2t},
t > 0, 0 p 1, µ1 > 0, µ2 > 0.
Erlango skirstini
↪
u mišinys shematiškai atvaizduotas 1 pav.
Erlango mišinio parametr
↪
u radimo algoritmas pateiktas [4]. Reikia pažyme˙ti, kad
Erlango mišiniu galima aproksimuoti bet kok
↪
i teigiam
↪
a skirstin
↪
i, turint
↪
i tris pradinius
momentus E(X), E(X2) ir E(X3) be papildom
↪
u apribojim
↪
u:
a) parametras n parenkamas kaip mažiausias natu¯rinis skaicˇius, tenkinantis nely-
gybes:
n >
1
c2
ir n >
−γ + 1
c2
+ 1
c
+ 2c
γ − c + 1
c
;
b) suradus n, apskaicˇiuojami papildomi kintamieji:
x = E(X)E(X3) − n + 2
n + 1E(X
2)E(X2), y = E(X2) − n + 1
n
E(X)E(X),
A = n(n + 2)E(X)y, B = −
(
nx + n(n + 2)
n + 1 y
2 + (n + 2)E(X)E(X)y
)
,
C = x · E(X);
c) Erlango mišinio parametrai:
µ1 = 2A−B + √B2 − 4AC, µ2 =
2A
−B + √B2 − 4AC,
p =
(E(X)
n
− 1
µ2
)( 1
µ1
− 1
µ2
)
.
1 pav. Erlango skirstini ↪u mišinys.
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Kokso skirstinio tankio funkcija f (t):
f (t) = µ1e−µ1t + p1µ1
p1µ2 −µ1
(
µ1e
−µ1t −p2µ2e−p2µ2t
)
,
t > 0, 0 p 1, µ1 > 0, µ2 > 0.
Šio skirstinio fazine˙ schema pavaizduota 2 pav.
Aproksimuojant skirstin
↪
i G(t) Kokso skirstiniu, jis turi tenkinti s
↪
alygas [5]:
{
4
3
m2 m3 
6(m2 − 1)
m2
∩ 3
2
m2  2
}
∪
{
4
3
m2 m3 ∩ 2 < m2
}
,
cˇia
m2 = E(X
2)
(E(X))2
, m3 = E(X
3)
E(X)E(X2 )
.
Kokso skirstinio parametrai randami iš formuli ↪u [6]:
µ2 = f1f2 − f3 ±
√
D
2(f 22 − f1f3)
, µ1 = µ2f1 − 1
µ2f2 − f1 , p =
µ2(f1µ1 − 1)
µ1
,
cˇia
fk = E(X
k)
k! , D = (f1f2 − f3)
2 − 4(f 22 − f1f3)(f 21 − f2).
3. Aptarnavimo sistemos G/G/1 skaitmeninis Markovo modelis
Nagrine˙kime aptarnavimo sistem ↪a G/G/1, kurios paraišk ↪u srautas pasiskirst ↪es pagal
gama skirstin
↪
i su tankio funkcija f (t) = 1,61,5
(1,5) t
0,5e−1,6·t , t > 0; paraišk ↪u aptarnavimo
laiko skirstinys yra lognormalusis su tankio funkcija
f (t) = 1
0,9 · t√2π exp
{
− (ln(t) + 0,9)
2
2 · 0,92
}
, t > 0.
Gama skirstin
↪
i aproksimuojam Kokso skirstiniu, sulygindami 3 pradinius momen-
tus. Gauti tokie Kokso skirstinio parametrai: p = 0,7075;µ1 = 1,4587;µ2 = 2,808.
Lognormal
↪
uj
↪
i skirstin
↪
i aproksimuojam Erlango mišiniu. Erlango mišinio parametrai
yra šie: n = 1; p = 0,0069; µ1 = 0,3134; µ2 = 1,69.
2 pav. Kokso skirstinio fazine˙ schema.
248 M. Šnipas, E. Valakevicˇius
Žinant šias tankio funkcijas, sistemos G/G/1 funkcionavim
↪
a galima aprašyti
Markovo grandine su skaicˇia bu¯sen
↪
u aibe ir tolydžiuoju laiku. Š
↪
i proces
↪
a galima mo-
deliuoti pasinaudojus metodika, aprašyta monografijoje [1].
Sistemos fazine˙ schema, panaudojus skirstini
↪
u aproksimavim
↪
a eksponentiniais mi-
šiniais ir s ↪asu¯komis, pavaizduota 3 pav.
Sistemos bu¯sen
↪
u aibe˙:
N = {(n1,n2,n3)}, n1 = 0,2; n2 = 0,L; n3 = 0,3.
n1 parodo, kurioje srauto bloko faze˙je yra atvykstanti paraiška (0 – jei srauto blokas
tušcˇias);
n2 – paraišk ↪u skaicˇius sistemoje (0 – jei sistema tušcˇia);
n3 – paraišk ↪u skaicˇius aptarnavimo ↪irenginyje (0 – jei aptarnavimo blokas tušcˇias).
Sistemos
↪
ivyki ↪u aibe˙ E = {e1, e2, e3, e4, e5, e6, e7, e8}:
e1 – paraiška ate˙jo ↪i srauto bloko pirm ↪aj ↪a faz ↪e;
e2 – paraiška pere˙jo ↪i srauto bloko antr ↪a faz ↪e su tikimybe p1 ir intensyvumu λ1;
e3 – paraiška baigta aptarnauti pirmoje srauto bloko faze˙je ir ateina ↪i aptarnavimo
bloko pirm
↪
a faz
↪
e su tikimybe 1 −p1 ir intensyvumu λ1;
e4 – paraiška baigta aptarnauti srauto bloko antroje faze˙je ir ateina ↪i aptarnavimo
bloko pirm
↪
a faz
↪
e su intensyvumu λ2;
e5 – paraiška pere˙jo ↪i aptarnavimo bloko antr ↪a faz ↪e su tikimybe p2;
e6 – paraiška pere˙jo ↪i aptarnavimo bloko trecˇi ↪a faz ↪e su tikimybe 1 − p2;
e7 – paraiška baigta aptarnauti antroje aptarnavimo bloko faze˙je ir palieka sistem ↪a
su intensyvumu µ1;
e8 – paraiška baigta aptarnauti trecˇioje aptarnavimo bloko faze˙je ir palieka sistem ↪a
su intensyvumu µ2.
Norint sugeneruoti galim
↪
u Markovo proceso bu¯sen
↪
u erdv
↪
e ir pere˙jimo intensyvum
↪
u
matric
↪
a, sistem
↪
a G/G/1 reikia aprašyti
↪
ivyki
↪
u kalba [3]. Sistemos funkcionavimo algo-
ritmas, naudojant pseudokod
↪
a, pateiktas 1 lentele˙je.
↪
Ivyki
↪
u aprašyme naudotas simbolis C – pakankamai didelis (pvz., 10000 kart
↪
u
didesnis už kit ↪u fazi ↪u intensyvumus) teigiamas realusis skaicˇius.
Sukurtoji programine˙ priemone˙ pagal
↪
ivyki
↪
u aprašym
↪
a generuoja visas galimas
Markovo proceso bu¯senas, pere˙jimo intensyvum ↪u matric ↪a, sudaro lygcˇi ↪u sistem ↪a
ir apskaicˇiuoja bu¯sen
↪
u stacionari
↪
asias tikimybes π(n1,n2,n3). Žinant stacionarias
tikimybes, galima apskaicˇiuoti
↪
ivairias sistemos G/G/1 charakteristikas. Pvz., vidutinis
3 pav. Sistemos fazine˙ schema.
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1 lentele˙
e1: e2:
if n1 = 0 if n1 = 1
then n1 ← 1 then n1 ← 2
end if end if
Return Intens ← C Return Intens ← p · λ1
e3: e4:
if n1 = 1 if n1 = 2
if n3 = 0 and n2 <L if n3 = 0 and n2 < L
then n2 ← n2 + 1; n1 ← 0; n3 ← 1 then n2 ← n2 + 1; n1 ← 0;
else if n2 < L n3 ← 1
then n2 ← n2 + 1; n1 ← 0 else if n2 < L
end if then n2 ← n2 + 1; n1 ←0
Return Intens ← (1 − p) · λ1 end if
Return Intens ← λ2
e5: e6:
if n2 = 1 if n2 = 1
then n2 ← 2 then n2 ← 3
end if end if
Return Intens ← p · C Return Intens ← (1 − p) · C
e7: e8:
if n1 = 2 if n1 = 3
if n2 > 1 if n2 > 1
then n1 ← n1 − 1;n2 ← 1; then n1 ← n1 − 1;n2 ← 1;
else n2 ← n2 + 1;n2 ← 0 else n2 ← n2 + 1;n2 ← 0
end if end if
end if end if
Return Intens ← µ1 Return Intens ← µ2
sistemoje esancˇi
↪
u paraišk
↪
u skaicˇius E(L) randamas iš formule˙s
E(L) =
2∑
n1=0
L∑
n2=0
∑
n3=0
n2 ·π
(
n1,n2,n3
)+
2∑
n1=0
L∑
n2=0
∑
n3 =0
(
n2 − 1
) ·π(n1,n2,n3).
Tikimybes, kad sistemoje yra n paraišk ↪u, pn galima rasti iš formule˙s
pn =
2∑
n1=0
∑
n2=n
3∑
n3=0
π
(
n1,n2,n3
)
.
4. Aptarnavimo sistemos G/G/1 modeliavimo rezultat ↪u palyginimas
Skaitmeninio modeliavimo rezultatai palyginti su imitacinio modeliavimo rezultatais.
↪Ivertintas aptarnavimo sistemos vidutinis eile˙s ilgis E(Lq) ir tikimybe˙s pn (n = 0,5).
Atliekant imitacin
↪
i modeliavim
↪
a sugeneruota 5000000 paraišk
↪
u. Pateikiame rezultatus
2 lentele˙je.
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2 lentele˙
p0 p1 p2 p3 p4 p5 E(Lq)
Skaitinis-analizinis modeliavimas 0,3498 0,2597 0,1515 0,0895 0,0536 0,0328 1,0941
Imitacinis modeliavimas 0,3499 0,2692 0,1452 0,0839 0,0517 0,0328 1,0948
Santykinis skirtumas 0,03% 3,66% −4,16% −6,26% −3,54% 0,00% 0,06%
4 pav. E(Lq) reikšme˙s kitimas didinant sugeneruot ↪u paraišk ↪u kiek↪i.
Kaip matome, tarp imitacinio ir
↪
ivyki
↪
u kalba aprašyto kompiuterinio modeliavi-
mo rezultat ↪u skirtumas nedidelis. Turint omenyje, kad esant dideliam modeliuojam ↪u
paraišk
↪
u skaicˇiui imitacinio modeliavimo rezultatai artimi tikriesiems, galima sakyti,
kad nagrine˙jamas metodas tinka sistem
↪
u G/G/1 modeliavimui. 4 pav. pateikiame im-
itaciniu modeliavimu
↪
ivertint
↪
a E(Lq) reikšme˙s kitim
↪
a, didinant sugeneruot
↪
u paraišk
↪
u
kiek
↪
i.
Matome, kad didinant sugeneruot
↪
u paraišk
↪
u skaicˇius palaipsniui nusistovi apie
E(Lq) reikšm
↪
e, gaut
↪
a atlikus skaitmenin
↪
i sistemos modeliavim
↪
a.
5. Pabaiga
Darbe pateikta teigiam
↪
u skirstini
↪
u aproksimavimo eksponentini
↪
u skirstini
↪
u mišiniais
ir s
↪
asu¯komis pavyzdžiai. Taikant trij
↪
u moment
↪
u sulyginimo aproksimavimo metodik
↪
a
ir naudojant fiktyvi
↪
u fazi
↪
u metod
↪
a galima aptarnavimo sistem
↪
u modelius aprašyti
Markovo grandine su skaicˇia bu¯sen ↪u erdve ir tolydžiuoju laiku. Taikant ↪ivyki ↪u kalb ↪a
ir
↪
ide˙t
↪
uj
↪
u Markovo grandini
↪
u algoritm
↪
a, galima sugeneruoti sistemos galim
↪
u bu¯sen
↪
u
aib
↪
e, pere˙jimo intensyvumus tarp j
↪
u ir apskaicˇiuoti bu¯sen
↪
u stacionari
↪
asias tikimybes.
Pateiktas aptarnavimo sistemos G/G/1 tyrimas parode˙, kad nagrine˙jam
↪
a metodik
↪
a ga-
lima taikyti sude˙tingoms aptarnavimo sistemoms modeliuoti.
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